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Abstract. One proves the existence of a common zero for any two R-analytic commuting 
vector fields on a 4-dimensional manifold with not zero Euler characteristic. A local version 
of this result remains ~ue on 3-manifolds. 

Introduction 
Le premier pas de l'6tude d'un syst~me dynamique est souvent la recherche des 

points fixes de ce syst~me, ou de ses compacts invariants les plus simples. 

Pour un syst~me dynamique d6fini par l'it6ration d'tm hom6omorphisme, ou 

par le riot d'un champ de vecteurs (c'est-h-dire par une action du groupe 7/ ou 

R), on peut localiser les points fixes grace ~ l'indice de Lefschetz ou de Poincar6- 

Hopf. Mais on ne dispose pas d'un tel outil permettant d'assurer l'existence de 

points fixes pour des actions de groupes non compacts autres que R ou 7/. 

On s'interesse ici aux actions de R n sur une vari~t~ diff6rentiable M, ou 

plus exactement aux champs de vecteurs commutants sur M : on dit que deux 

champs de vecteurs X1, X~ sur M commutent si leur crochet de Lie [X1, X2] est 

identiquement nul sur M. Si X1,..., Xn sont n champs commutants deux h deux 

sur M, et si leurs riots sont complets (par example si M est compacte), alors 

leurs riots d6finissent sur M une action de R n, dont les points fixes sont les z6ros 

communs aux champs X1,..., Xn. 
En 1964, E. Lima (voir ILl ) a prouv6 l'existence de z6ros communs pour 

tout n-uple (X1, ..., Xn) de champs de vecteurs commutants sur une surface de 

caract6ristique d'Euler non nulle. On se demande naturellement si ce r6sultat reste 
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vrai en dimension plus grande que 2. 

Probl/~me 1 (global). Soit M une vari~t~ compacte de caract~ristique d'Euler 

non nulle, et soient X1, ..., Xn n champs de vecteurs commutants sur M. Peut- 

on en d~duire que X1, ..., Xn possddent un z~ro commun ? 

Sur les vari6t6s de dimension impaire, le probl~me ci-dessus est vide puisque 

leur caract6ristique d'Euler est nulle. I1 y a cependant une version locale valable 

en toute dimension. 

Probl~me 2 (local). Soit M une varidt# et soient Xa,.. . ,  X,~ n champs de 

vecteurs commutants sur M. Soit U un ouvert relativement compact de M tel 

que X1 soit non nul sur le bord de U et tel que l' indice de X1 sur U soit non 

nul. 

Ces hypothdses impliquent-elles que X1, ..., Xn possddent un z~ro commun 

dans U ? 

(On rappelle que l'indice du champ X1 sur U est le nombre d'intersection de 

la section du fibr6 tangent, d6finie par X1, avec la section nulle). Ce travail donne 

une r6ponse positive h ces questions pour les champs de vecteurs analytiques des 

vari6t6s de dimension 3 ou 4. 

Th6or~me principal. Soit M une vari~t~ de dimension 3 ou 4 munie d' une 

structure analytique rdelle, et soient X et Y deux champs de vecteurs analy- 

tiques commutants sur M.  Soit U un ouvert relativement compact de M,  tel 

que X soit non-nul sur le bord de U et que l' indice de X sur U soit non-nul. 

Alors X et Y possddent un z~ro commun dans U. 

En dimension 4, en prenant U = M, on a la version globale de ce th6or~me: 

Corollaire 1. Soit M une varidt~ de dimension 4, compacte, de caractdristique 

d'Euler non nulle, et munie d' une structure analytique r~elle. Soient X et Y 

deux champs de vecteurs analytiques commutants sur M. 

Alors X et Y possddent un zdro commun. 

De plus, l'indice d'un champ est invariant par petite perturbation ; le th6or~me 

peut donc ~tre utilis6 comme crit~re de stabilit6 pour les z6ros communs des 

champs commutants: 

Corollaire 2. Soient X et Y deux champs de vecteurs analytiques commutants 

d" une vari~t~ de dimension 3 ou 4, et soit p u n  z~ro commun aux champs X 

et Y .  
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Supposons qu'il existe (a, fl) E R 2 - (0, 0) tel que p soil un zdro isold 

d'indice non nul du champ a X  + f lY.  

Alors pour tout couple (X1, Y1) de champs de vecteurs analytiques corn- 

mutants, C~  des champs X et Y ,  il existe un point q proche de p 

�9 qui est un z~ro commun aux champs X1 et Y1. (Autrement dit, p est un z~ro 

commun stable par  C~ analytiques). 

Ces r6sultats am~nent ~t poser quelques questions : 

Question 1. Le thdordme est-il encore vrai sans l'hypothdse d'analyticit~ ? 

Je pense que l'6tape essentielle pour supprimer l'hypoth~se d'analyticit6, serait 

de r6soudre la question suivante: 

Question 2. Soient X et Y deux champs de vecteurs commutants d' une vari~t~ 

de dimension 3, et soil 7 une orbite pdriodique rdgutidre du champ Y, tetle 

que 7 soil un compact isol~ de zdros du champ X.  

Les hypothdses impliquent-eUes que l'indice de "7 comme compact isold de 

zeros de X est nul ? 

La r6ponse positive ~t cette question, dans le cas o~ X et Y sont analytiques, 

est ~t l'origine de ce travail. 

Question 3. Le thdordme est-il encore vrai en dimension plus grande que 4 ? 

(L'hypoth~se sur la dimension a pennis, dans ce travail, de choisir un champ 

dont l'ensemble des z6ros est tm ensemble analytique de dimension < 2, et donc 

d'utiliser la classification des surfaces. Bien qu'utilis6e fortement, cette hypoth~se 

ne me semble pas essentielle). 

Question 4. Le th~ordme est-il encore vrai pour n champs de vecteurs ana- 

lytiques commutants ? 

(On verifie assez facilement clue la r6ponse est positive en dimension 3, mais je 

n'ai pas r6ussi jusqu'h prdsent, ~ monller le th6or~me pour 3 champs commutants 

en dimension 4) 

D'autre part, le th6or~me de Lima sur l'existence de z6ros communs pour 

les champs de vecteurs commutants des surfaces a 6t6 partiellement g6ndralis6 

pour montrer l'existence de points fixes communs pour les diff6omorphismes 

commutants des surfaces (voir [B1], [B2] et [HI). 

Question 5. Existe-t-il un rdsultat analogue dz celui du thdordme ci-dessus 

pour l'existence de points fixes communs pour des diffdomorphismes analy- 

tiques commutants des varidtds de dimension 3 ou 4 ? 
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Le reste de l'article est consacr~ ~ la d6monstration du th6or~me principal. 

Dans le cas des vari&6s de dimension 3 la ddmonstration contient toute l'id4e, 

et ne n4cessite pas une formalisation excessive. Ce cas sera pr6sent6 de fagon 

informelle, afin de bien d6gager l'id4e directrice, et de motiver la d6monstration 

assez technique en dimension 4. 

Ce travail doit beaucoup aux membres du laboratoire de topologie de l'uni- 

versit6 de Dijon, en particulier ~ : R6mi Langevin qui a accompagn4 et affermi 

chaque 4tape de ce travail. Robert Moussu et Claude Roche qui m'ont apport6 

les connaissances n4cessaires en g4om6trie analytique r4elle, et qui ont tri4, parmi 

les 6nonc6s que je leur proposais, ceux qui semblaient raisonnables. 

O. Rappels  sur la notion d' indice 

Soit M une vari6t6 diff6rentiable, soit X un champ de vecteurs sur M, et soit U 

un ouvert relativement compact de M tel que X soit non nul sur le bord de U : 

Z~ro(X) n aU = 0 

Alors tout champ X'  suffisamment C o - 

de U. De plus on peut choisir X '  tel que 

On appelle indice de X sur U, not6 

proche de X sera non nul sur le bord 

Z~ro(X') n U soit fini. 

ind (X, U), la somme 

ind (X ' ,p) ,  
p6 Z4ro (X')nV 

oh ind (X',p) est l'indice de Poincar6-Hopf du z4ro p de X'. C'est un entier 

ind6pendant du choix de X'  proche de X. 

Bien stir pour tout champ X'  proche de X on a : 

ind (X',U) = ind (X ,U)  

Soit K un compact de M contenu dans l'ensemble Z6ro(X). On dit que K est 

un compact isol4 de z6ros de X s'il existe un voisinage ouvert U de K tel que 

l'on ait : 

K = Z ro (X) n U 

On peut bien stir choisir U relativement compact dans M,  et tel que X soit non 

nul sur le bord de U. On dit alors que U est un ouvert isolant pour K. 

L'indice ind (X, U) est inddpendant de l'ouvert isolant U de K. On l'appelle 
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indice de X sur K et on le note ind (X, K).  
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1. Deux champs de vecteurs sur une vari~t~ de dimension 3 
Soit M une vari6t6 analytique r~elle de dimension 3, et soient X et Y deux 

champs de vecteurs analytiques commutants sur M. 

Le but de cette pattie est de montrer le th6or~me suivant, qui est le contrapos~ 

du th6or~me principal. 

Th~or~me 1. Si K est un compact isol~ de zdros de X ne contenant aucun 

z~ro de Y, alors ind (X,  K )  est nul. 

Cornme M n'a pas 6t6 suppos6e compacte, quitte h remplacer M par une 

composante connexe de At/"- Z~ro(Y) on supposera d~sormais Z~ro (Y) : ~b. 

a) Un exemple simple 

Remarque pr~liminaire. L' ensemble Z~ro (X )  est invariant par  le flot de 

Y, car X et Y commutent. Le compact isol~ K est donc invariant par  le flot 

de Y, donc est une union d'orbites r~gulidres compldtes du flot de Y. Le cas 

le plus simple est donc celui ot~ K est une orbite p~riodique de Y formde de 

zdros du champ X.  

Cette remarque est la motivation de l'exemple suivant qui est ~t la base de tout 

ce travail : 

On suppose que K est un compact isol~ de z&os de X, et clue K est une 

orbite r~guli~re p~riodique de Y. 

On choisit un voisinage tubulaire isolant U de K sur lequel Y est non nul et 

on suppose que, pout tout I A I< Ao l'ensemNe K~ = Z~ro (X q- AY) n U est 

une orbite l~riodique r~guli~re de II, et que pour tout [ A [> Ao, K~ est vide. 

On suppose enfin clue l'union I.J~]_~o,~o[ K~ forme une couronne (lisse) dans 

U, qui est 6gale ~t S N U oO S est l'ensemble des points de M o~ X et Y sont 

colin~aires. 

Le but de ce paragraphe est de montrer: 

Lemme 1.a.1. Avec les notations ci-dessus on a : 

ind ( X , ~ r ) :  ind ( X , K ) = 0  

Pour montrer ce lemme, nous allons d'abord montrer : 

Lemme 1.a.2. II existe un ensemble fini A c]Ao, Ao[ de valeurs de A tel clue 
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le champ de 2-plans P (X, Y) engendrs par X et Y sur U - S se prolonge 

par continuitd sur U - ~Jxe~, Kx. 
Nous montrerons alors : 

Lemme 1.a.3. Pour tout A E] - Ao,Ao[-A, on a: 

ind(X + AY, U) = ind (X + AY, K; 0 = 0. 

Comme tt est fini, on aura montr6 que, pour tout A r 0 assez petit, ind (X + 

AY, U) = 0. Or pour tout A assez petit, ind (X, U) = ind (X + AY, U) : le 

lemme 1.a.1 sera d6montr& 

D~monstration flu [emme 1.a.2. Munissons M d'une mdtrique riemannienne 

analytique (une telle m6trique existe d'apr6s un thdor~me de Grauert [G]) et riotous 

r le champ de 2-plans orthogonal ~ Y (Y est non nul sur M). 

Notons X / Y  le champ de vecteurs analytique sur M ddfini en projetant le 

champ X s u r r  parall~lement tt Y. Ce champ ~ les pmpri~t6s suivantes : 

- Z6ro (X /Y )  = S (ensemble ou X et Y sont colindaires). - le champ de plans 

engendr6 par X / Y  et Y sur M -  S est 6gal au champ de plans P(X, Y)  engendr6 

par X et Y. 

Comme X / Y  est analytique, quitte ~t diviser localement par une 6quation 

d6finissant S = Z6ro (X /Y) ,  on volt que le champ de droites engendr6 par X / Y  

sur M - S se prolonge par continuit6 hors d'un ensemble analytique A c S de 

dimension 1. On en d6duit que le champ de plan P(X,  Y)  (engendr6 par X / Y  et 

Y), se prolonge par continuit6 sur M - A .  D'autre part comrne X et Y commutent, 

le champ de plans P ( X , Y )  est invariant par le flot de Y. Done A est invafiant 

par le flot de Y. On en d6duit facilement clue A n U est une union I..J~e A Ka, 

d'o~ 3. c] - A0, Ao[ est fini, ce qui ach~ve la d6monstration du lemme a-2. 

D~monstrafion du lemme 1.a.3. Soit At q[ A et soit Ua~ un petit voisinage 

de Ka t tel que le champ de plan P ( X , Y )  se prolonge par continuit6 en un 

champ de plans P sur tout Ua I . Supposons d'abord clue P soit transversalement 

orient6. Alors, riotous Z un champ de vecteurs unitaires orthogonal ~ P : c'est un 

champ nulle part colin6aire ~ X + A t Y  sur Ux~ - Kxl. Choisissons ~o une fonetion 

continue de UxI dans [0, 1] 6gale h 1 sur Kxx et 6gale ~t 0 au voisinage du bord de 

Ua~. Alors X + A t Y + ~ Z  est un champ de vecteurs non nul sur Ua~ et CO'l"ncidant 

avec X + A1Y au voisinage du bord de Ua~. Ceci prouve que l'indice ind (X + 

A1Y, Kay) = ind (X + AtY, U ~ )  est nul. Si P n'est pas transversalement 

orient6, il suffit de prendre le rev~tement ~ 2 feuillets des orientations transverses 
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N 
de P au dessus de U - U;~ea Ka. On note alors K,  Y,  Ka~, P, Ua~ les relev6s 

de X, Y, Ka~, P, Uaa sur ce rev6tement. Le raisonnement ci-dessus montre alors: 

1 ~ ~ 
ind (X  + A1Y, K a y ) =  ~ ind ( 2  + AaY, K a , ) =  0 

Le lemme a-3 est donc d6montr& 

b) Cas g6n6ral 

On cherche ~ se ramener h l'exemple 6tudi6 au paragraphe a, en changeant X en 

X + AY pour un A bien choisi. Rappelons les hypotheses �9 

M est une variEt6 analytique connexe. Les champs de vecteurs X et Y 

sont analytiques et ils commutent sur M. De plus (quitte ~ changer M par une 

composante connexe de M-ZAro Y) Y est non nul sur M ; K est un compact 

isol6 de z6ros de X et U est un ouvert isolant de K. 

On veut montrer ind(X, K)  = 0. Notons S l'ensemble des points de M 

ob X et Y sont colin6aires. C'est un sous-ensemble analytique de M. Si dim 

S = 3 alors X et Y sont colin6aires sur M (c'est-~t-dire ,_q = M). C'est un cas 

"d6g6n6r6" qui sera trait6 au paragraphe e. 

Nous supposerons d6sormais que dim S < 2. Comme X et Y commutent, 

l'ensemble S est invariant par le flot de toute combinaison lin6aire o~X + flY. De 

plus on a �9 S = U,x~R Z~ro (X + AY). 

Fixons Ao > 0 un r6el assez petit pour que, pout tout A ~ [-Ao, Ao] le champ 

X + AY soit non nul sur le bord de U et que ind (X  4- AY, U) = ind(X, U). 

On note, pour A E [-Ao, Ao], K;~ = Z~ro(X q- AY) N U. 

Le lernme suivant va permettre de ramener le cas gdn&al ~ l'exemple &udi6 

au paragraphe 1.a �9 

Lemme 1.b-1. ll existe un ensemble fini A c [-Ao, Ao] tel que l'on ait les 

propri~t~s suivante : 

" Ua~[-ao,ao]-A Ka estform~ d'un nombre fini de couronnes lisses (diff~o- 
morphes d ] - 1, 1[• 

- l'intersection de Ka avec chacune de ces couronnes estformge d'au plus 

une orbite pgriodique r~gulidre de Y. 

D~monstration. Fixons une m6trique riemannienne analytique sur M, et notons 

(,) le produit scalaire associ6. Notons f : M -~ R la fonction analytique d6finie 
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p a r  : 

<X(p),Y(p)> 
f ( P ) =  (y(p),y(p)> 

La fonction f n'est pas a priori invariante par le flot de Y ; cependant sa restriction 

f Is a S est invariante par le flot de Y. En effet pour tout ), E R on a �9 

f-l(A) fq S = Z6ro (X + AY) 

En particulier, si A e [-Ao, Ao], K~ = f - I (A)  n S M U. 

L'ensemble S est un sous-ensemble analytique de M de dimension 2, invariant 

par le riot de Y. Dans chaque "flow-box" de Y, c'est4t-dire dans un ouvert de 

//diff6omorphe ~ D 2 x [ - to ,  to],to > 0, o0 Y est analytiquement conjugu6 

S est le produit par [ - to ,  to] d'un sous-ensemble analytique de D 2. Notons Ot,  

$1 l'ensemble des points de S au voisinage desquels S n'est pas une surface 

lisse. En regardant l'intersection de $1 avec les "flow-box" de Y on voit que 

$1 est un sous-ensemble analytique de dimension 1 de M. De plus, on a une 

stratification de S, v6rifiant les conditions a et b de Whitney (ces conditions se 

v6rifiant ais6ment dans chaque flow-box de Y), d6fmie de la fa~on suivante �9 

- une strate de dimension 2 est une composante connexe de S - $1. 

- une strate de dimension 1 est une composante connexe de $1 (chacune de ces 

strates est une orbite de Y). 

Alors, d'apr~s le th6or~me de transversalit6 de Thorn (voir [M]),il existe un 

ensemble fini A c [-Ao,Ao] tel que, pour tout A E [-Ao,Ao] - A, on ait" 

- l'application f est une submersion au voisinage de f - l ( A )  N U. 

- la fibre f - l ( A )  est transverse ~ toute strate (de la stratification de S d6finie 

ci-dessus) en tout point de S n U', (donc f- l()~)  est disjoint de $1, car f e s t  

constante sur chaque strate de $1). 

Done, pour tout A ~ [-Ao,  Ao] - A, K~ -- f - l ( A )  n S n U est un sous- 

ensemble analytique de M compos6 d'un nombre fini d'orbites p6riodiques de 

Y contenues dans les strates de dimension 2, et I..Ixe]_~o,xo[_ A Ka est form6 

d'un nombre fini de couronnes lisses disjointes, feuillet6es trivialement en cercles 

par les K~, et sur lesqueUes la fonction f e s t  "transversalement monotone" car 

elle est sans point critique. Done chacune de ces couronnes contient au plus une 

composante connexe de Ka. Le lemme 1.b. 1 est done d6montr6. 

Voyons maintenant comment conclure la d6monstration du th6or~me 1, dans 

le cas o0 dim S < 2. Soit A E] - )~o, Ao[-A assez proche de 0 pour que l'on 
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ait : 

i nd (X ,U)  = ind (X + AY, U). 

Soient "/1, ..., 7,~ les composantes connexes de K;~. On a bien stir: 

ind (X + AY, U) = ~ ind (X + AY, 7i). 
i 

Soit '7 une composante connexe de Ka. Alors, d'apr~s le temme 1.b.1, "7 est une 

orbite pEriodique de X q- AY, de plus on peut choisir un voisinage V de "7 et un 

reel uo > 0 tel que S n V soit une couronne lisse fortune d'orbites pEriodiques 

de Y, chacune 6tant Egale ~ l'intersection Ka+u A V, o~ u E] - no, uo[. D'apr~s 

le lemme 1.a.1 on a alors: 

ind(X + AY, ',/) = 0 

On en dEduit immEdiatement: 

ind ( X , K )  = 0. 

I1 reste donc ~ voir le cas dEgEnEr6 off d i m s  ---- 3. 

c) Cas oh dim S = dim M 

Le cas de deux champs colinEaires commutants peat se traiter indEpendamment de 

la dimension de M.  Nous le ferons donc. Soit M u n e  vari&E analytique connexe, 

et soient X et Y deux champs de vecteurs analytiques partout colinEaires sur M,  

et commutants. Supposons de plus que Y soit non nul sur M. Soit K un compact 

isol6 de zeros de X, et U un ouvert isolant de K. Le but de ce paragraphe est de 

dEmontrer le lemme suivant qui, dans le cas off M est de dimension 3, ach~ve la 

preuve du thEorEme 1. 

Lemme 1.c.1. Avec les hypothdses ci-dessus, on a ind (X, K)  = 0. 

DEmonstation. Notons f : M ~ Rla fonction analytique dEfmie par X + f Y  = 

0. Cette fonction est constante sur les orbites de IF, car X et Y cornmutent. Pour 

tout A, f-l(,h) est l'ensemble des zeros de X + Air, et doric Ka = f - I ( A )  N U. 

Notons h l'ensemble des valeurs critiques de f sur l'adhErence ~r de U. De la 

compacitg de ~- et de l'analycit6 de f on dEduit que h e s t  fini. Pour tout A ~ 3- 

assez petit, K;~ est formE d'une union finie d'hypersurfaces compactes lisses ne 

rencontrant pas le bord de U. De plus Y est un champ de vecteurs non nul tangent ~t 

Ka. On en ddduit que chaque composante connexe de Ka est de caractgristiques 

d'Euler nulle. Fixons Ao ~ 3_ assez petit pour que ind (X  + AoY, Kao) = 
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ind (X, U). Chaque composante connexe de Ka o poss~de un voisinage tubulaire 

feuillet6 trivialement (par produit) par les Kx, A proche de Ao. Le champ X + A o Y  

est tangent aux Kx (et colinEaire ~ Y), et non nul pour ), r Ao. Notons Z le 

gradient de la fonction f (pour une mEtrique riemannienne en M), et notons 

une fonction de M dans [0, 1] 6gale ~t 1 sur Ka o et nulle hors d'un "tr~s petit" 

voisinage de Kao. Alors X + A0Y + ~ Z  est tm champ de vecteurs coi'ncidant 

avec X + AoY hors d'un petit voisinage de Kao , et n'ayant aucun zero dans U. 

On en dEduit que ind (X + AoY, Kxo) = 0, et donc ind (X, K)  : O. 

Le thEor~me 1 est donc dEmontrE, et donc aussi le thEorEme principal pour 2 

champs de vecteurs en dimension 3. 

2. Deux champs commutants en dimension 4 
Nous allons maintenant prouver, pour des variEtEs de dimension 4, les m~mes 

rEsultats clue nous venons de voir en dimension 3. 

ThEor~me 2. Soit M une variJt~ analytique r~elle de dimension 4, et soient 

X et Y deux champs de vecteurs analytiques commutants sur M.  

AIors, si K c M est un compact isold de z~ros de X ne contenant aucun 

zJro de Y, son indice ind  (X,  K )  est nul. 

Le reste de cette partie est consacrEe ~ la demonstration du thEor~me 2. Le 

paragraphe b) prEsente un outil essentiel contenant l'information sur la limite, 

quand on approche du lieu de colinEarit6 des champs X et II, du champ de 2- 

plans engendr6 par X et Y. Les paragraphes c, d et e prEsenteront les exemples ot~ 

le compact K est le plus "typique" : ces exemples sont la clef de la demonstration. 

Le paragraphef montrera alors que le cas gEnEral peut se ramener h ces exemples. 

a) Notations, pr~iiminaires 
De m~me qu'en dimension 3, quitte ~ remplacer M par une composante con- 

nexe de M-ZEro (Y), nous supposerons dEsormais ZEro (Y) = ft. On note S 

l'ensemble des points de M o~ X et Y sont colinEaires. C'est un sous-ensemble 

analytique de M. On a bien s•r : S = [.Jx~ ZEro (X + AY). Comme X et 

Y commutent, les ensembles ZEro (X + AY) sont tous invariants par les flots de 

X et de Y ; l'ensemble S est donc lui aussi invariant par ces riots. Le cas o~ 

la dimension de S est Egale ~ ceUe de M a dEj~ 6rE traitE au paragraphe 1.c; on 

supposera dEsormais �9 dim S < 3. Fixons un ouvert U relativement compact dans 

M,  qui est un ouvert isolant du compact isol6 K de zeros de X. I1 existe alors un 
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reel At > 0 tel clue, pour tout A c I -At ,At] ,  le champ X + A Y  soit non nul sur 

le bord de U et que l'on ait: ind (X + AY, U) = ind (X, U) = ind (X, K).  

On note alors, pour tout A E [-At,  At], K~, = Z~ro (X + AY) n U. C'est un 

sous-ensemble analytique de M, compact, contenu dans U, et invariant par les 

riots de X et Y. 

Fixons une mEtrique analytique sur M (une telle m6trique existe, d'apr~s un 

th6or~me de Grauert [G]), et on note (., .) le produit scalaire associE. On note f 

la fonction analytique dEfinie sur M par : 

(X(p), Y(p)) 
f(P): (v(v),V(p)) 

Bien stir, pour tout A E [~ on a : 

Z~ro (X q- AY) = f - x ( A ) A  S 

Remarquons que f n'est pasa priori invariante par le flot de IT, mais sa rectriction 

f [s a S est constante sur chaque orbite de Y. On note N le sous-fibrE vectoriel 

de TM, orthogonal au champ de vecteurs Y. C'est un fibre vectoriel analytique 

sur M, de fibre R s. On notera PN le fibre sur M dont la fbre (PN)v en un 

point p E M est l'espace projectif de la fibre (N)p de N au point p. C'est un 

fibr6 analytique sur M de fibre RP 2. On note X / Y  la projection du champ de 

vecteurs X sur le champ d'hyperplans N, parall~lement ~ Y. Remarquons que 

le flot du champ Y agit sur N (par "holonomie linEaire"). La commutation des 

champs X et Y entraine que X / Y  est invariant par Faction du flot de Y Sur N. 

D'autre part, X / Y  est un champ de vecteurs analytique sur M, dont l'ensemble 

des zeros est Egal ~ S. 

b) L'ensemble des directions limites du champ X / Y  
Le champ de vecteurs X / Y  est non-nul sur M - S. I1 d6finit donc, au dessus de 

M - S, une section du fibre PN. On appelle ensemble des directions limites de 

X / Y  l'adhErence dans PN de l'image de cette section. On la note DL(X/Y). 

Lemme 2.b.1. L'ensemble DL(X/Y) est un sous-ensemble semi-analytique 
de PN, invariant par l' action du riot de Y sur PN. 

D~monstration. Consid~rons le sous-ensemble ~ de PN, dont les points dans 

la fibre (PN)p au dessus de p E M, sont les droites qui contiennent le vecteur 

X/Y(p). On voit facilement que ~' est analytique. D'autre part l'intersection 

de e avec la restriction PN [M-S est exactement l'image de la section dEfinie 
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par X/Y.  Cette image est donc un sous-ensemble semi-analytique de PN (car 

S est analytique). L'adh6rence d'un semi-analytique est un semi-analytique 

(voir [B.M]), donc DL(X/Y)  est un sous-ensemble semi-analytique de PN. 
L'invariance de DL(X/Y)  par l'action du riot de Y est cons6quence simple de 

la commutation de X et de Y. 

Notation. Pour toute pattie E c M on notera DL(X/Y, E) la partie de 

DL(X/Y)  au dessus de E : 

DL(X/Y, E) = DL (X/Y)  A (PN IE) 

Remarque  2.5.2. La dimension dim (DL(X/Y, M - S)) est 4, car DL(X/Y, 
M - S)  est d6fini par une section. On en d6duit : dim (DL(X/Y)) = 4. 
D'autre part DL(X/Y,S)  est le bord de DL(X /Y ,M - S);  on en d6duit 

dim (DL(X/Y, S)) < 3 (voir[B.M]). 

Lemme 2.b.3. Soit X E [-Ao, Ao]. S'il existe une section continue 
s : Ka ---* PN ]Ka dont l'image est disjointe de DL(X/Y,  Ka), alors on 
a :  

ind (X, K)  = ind (X + XY, Ka) = 0 

D~monstration. (elle est identique ~t celle du lemme 1.a.3). La section s est 

un champ de droites sur Kx, orthogonal au champ Y. On peut l'&endre en un 

champ de droites continu ~ d6fini sur un petit voisinage Ua de Kx. Comme la 

section s est disjointe de DL(X/Y, K~), quitte ~ restreindre le voisinage Ua on 

peut supposer que ~ est disjointe de DL(X/Y)  : c'est doric un champ de droites 

nul part colin6aire ~ X sur Ux - Kx. 

- supposons que le champ de droites ~ soit orientable. Notons Z un champ de 

vecteurs unitaire sur Ux dirigeant ~. Notons ~9 une fonction continue de Ux dans 

[0, 1] 6gale h 1 sur Kx et h 0 au voisinage du bord de Ux. Alors X + XY + ~oZ 

est un champ de vecteurs non nul sur Ux, et cdincidant avec X + ),Y sur le bord 

deUa .  

Ceci prouve ind (X + AY, Ka) = ind (X + AY, Ua) = 0. 

- si le champ de droites ~ n'est pas orient6 il suffit de prendre le rev&ement 

2 feuillets ~rx des orientations de ~ sur Ua. Notons X , Y ,  K~, ~ les relev6s de 

X, Y, Ka,  ~ sur ce rev&ement. Le raisonnement ci-dessus montre alors : 

1 - - 

i n d  (X + AY, Kx) : ~ ind (X + AY, K ~ ) : 0  
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Le lemme 2.b.3 est donc ddmontr6. 

Nous utiliserons souvent le lemme 2.b.3 "hun rev&ement fini pr6s", c'est-h- 

dire sous la forme suivante �9 

Soit ~fa un rev&ement fini h n feuillets, n E N, de Ka, pour un A E] - Ao, Ao [ 

fix& Le fibr6 P N  IK~-* K~ d~finit naturellement un fibr6 P N  IR de base K~, 

muni d'une projection qui en fait un rev&ement ~ n feuillet de P N  Iga, et rendant 

le diagramme suivant commutatif �9 

PNIRa 

On note D L  

a alors �9 

(X/y ,[r  le relev6 de DL 

PN IK, 

I 

K, 

(X /Y ,  K , )  dans (PN)R~" On 

L e m m e  2.b.4. S'il existe une section continue s : tfa ~ P N  IRa dont 

l'image est disjointe de DL(X/Y, i4~), alors on a �9 ind (X + AY, K~) = 0. 

D~monstration. Soit V:~ un voisinage de Ka muni d'une r&raction sur K;~ 

(un tel voisinage existe car Kx est analytique ). Le rev6tement Ka de Ka se 

prolonge alors en un rev&ement h n feuillets 17";~ -+ Va, et 17"a h6rite de la structure 

de vari6t6 analytique de V;~. On note ~" et Y les relev6s des champs X et Y sur 

Vx. Ce sont des champs analytiques commutants sur 1);~, et l'on a �9 

ind (X  + AY, K ~ ) =  1 ind (~" + AIT", ~;~). 
n 

II suffit alors d'appliquer le lemme 2.b.3 au champ X + AI 7", ce qui conclut. 

c) E x e m p l e  1 : d i m  K = 1 

Faisons les hypotheses suivantes : 

- le compact isol6 K de z6ros de X est une orbite r6guli~re p6riodique de Y. 

- l'ouvert isolant U est un voisinage tubulaire de K. 

- pour tout A E] - Ao,Ao[, K;~ = Z6ro (X + AY) n U 

est une orbite r6guli6re p6riodique de Y. 

- pour tout A r - Ao, Ao[, Z6ro (X + AY) n U = O 

- l'union Ox Kx = SAU est une couronne lisse (diffdomorphe ~t ] -Ao,  Ao[xS1). 

Le but de ce paragraphe est de prouver le lemme suivant : 
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Lemme 2.c.1. ll existe ,~ E] - )~o, ~o[ aussi petit que l'on veut, tel aue 
ind (X + ,XY, KA) = 0, et donc ind (X, K) = 0. 

D~monstration. On a vu que dim(DL(X/Y,  S)) < 3. On en d6duit que 

l'ensemble ~ ,  des points p E S tels que DL(X/Y,p)  > 1, est un sous-ensemble 

sous-analytique de dimension d im~ < 1 (voir [B-M] paragraphe 3). D'autre 

part, DL(X/Y ,  S) est invariant par le riot de Y, donc ~ est invariant par le 

riot de Y , (dont les orbites sont les Ka) : on en d6duit qu'il existe un sous- 

ensemble fini h c]  - ,Xo, )~o[ tel que, pour tout p E U;~]-ao,ao[-A Ka , on a �9 

dim DL(X/Y,p)  < 1. 
Fixons donc )~ E] - ,Xo,)~o[-h, et p E Ka. Notons L l'application lin6aire 

bijective de Np correspondant h la partie lin6aire de l'application de Poincar6 du 

champ Y, le long de Kx (qui est une orbite pdriodique de Y) sur une transversale 

de Y, orthogonale en p h Y. L'application L agit naturellement sur la fibre (PN)p 
et laisse invariant DL(X/Y,  p). 

Comme D L(X/Y,  p) est un sous-ensemble semi-analytique de (PN)p,  son 

compl6mentaire (PN)p - DL(X/Y ,  p) a un nombre fini de composantes con- 

nexes. On en d6duit qu'il existe n E N - {0} tel que la compos6e L n laisse 

invariante chaque composante connexe de (PN)p - DL(X/Y,p) .  
Notons if;a, (PN)[f~a, ~) L(X/Y,  K;~) les rev&ements cycliques ~ n feuil- 

lets de K a , P N  IKa, DL(X/Y,  Ka) (Bien stir Z)L(X/Y, tfa) est un sous 

ensemble semi-analytique du fibr6 P N  IR a de fibre RP ~ et de base Ka). 

On montre alors facilement que l'indice ind (X + ,XY, Ka) est nul (ce qui 

conclut la d6monstration du lemme 2.c.1) en appliquant le lemme 2.b.4 et le 

lemme suivant �9 

Lemme 2.c.2. II existe une section s : tfa --~ P N  IR a d'image disjointe de 

[gL (X/Y,  k~,). 

Ddmonstration. De mSme que dans la dgmonstration du lemme 2.b.4, on 6tend 

le rcv~tement Ka en un rev~tement Ua d'un voisinage Ua de Ka, et on note 

~7, Y les relevgs sur U~ des champs X et Y. L'holonomie lin6aire de Y agit 

alors sur P/V ]/~a en laisant invariant [gL(X/Y, Ka) --- DL(X /Y ,Ka) .  
D'autre part, par d~finition de n, l'holonomie lindaire L de Y laisse invariante 

chaque composante connexe de P N  I~ -DL(X/~ ' ,~) ,  off ~ est un relev~ sur 

/~i'a du point p. 

Fixons cz un point de P N  I~ -DL(X/ffr,P) �9 Notons 70 le chemin joignant 
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a h L(a) ,  obtenu en poussant a sur les fibres de P N  [Ra par holonomie 

lindaire de K. C'est un chemin transverse aux fibres de P N  IRa, et disjoint 

de D L ( X / Y ,  Ka). De plus s e t a  sont dans la m~me composante connexe 

de P N  ]~ - D L ( ~ f / Y , ~ ) ,  ce qui permet de joindre L(ot) h a par un chemin, 

dans la fibre P N  [~, et disjoint de D L ( X / Y , ~ ) .  

On obtient sans peine la section s annonc~e en perturbant le lacet 7o-71 (de 

fa~on h le rendre transverse aux fibres de P N  IRa). 

d )  E x e m p l e  2 : d i m  K=2, le cas id6al 

Supposons ~t pr6sent clue l'on air les hypotheses suivantes : 

- le compact isol6 K de z6ros de X est un tore T 2 lisse. 

- l'ouvert isolant U est un voisinage tubulaire de K. 

- pour tout A E] - Ao, Ao[, Ka = Z6ro (X + AY) N U est un tore T 2 lisse, et 

ind (X + ,XY, Ka) = ind (X, If). 
- pour tout A ~] - Ao, Ao[, Z6ro (X + AY) N U = 0 .  

- l'union I..Ja Ka = S n U  est une sous-vari&6 analytique lisse de M dfff6omorphe 

T 2• - Ao, Ao[, transversalement orientable, et feuillet6e trivialement par les 

Ka. 
On suppose de plus : 

- D L  ( X / Y )  est d6fini sur U (m~me sur S N U) par une section analytique 

a : U ~ P N  [~r �9 

Le but de ce paragraphe est de prouver le lemme suivant : 

Lemme 2.d.1. Avec les hypothdses ci-dessus, on a : 

ind ( X , K )  = O. 

Pour prouver ce lemme, nous allons choisir une trivialisation de l'espace 

tangent h M, T M  [g �9 cette trivialisation, on peut consid6rer la restriction 

a [K comme une fonction a [K: K ~ RP 2. Nous montrerons que cette fonction 

n'est pas surjective. On en ddduira qu'il existe une section s : K ~ P N  IK  

disjointe de s donc de D L ( X / Y ,  K);  on conclura par le lemme 2.b.3. 

D~monstration. On choisit 3 champs de vecteurs Z1,Z2, gz,  tangents ~t M,  

d6finis sur K, de la fa~on suivante : 

En tout point p E K, Zl(p) est un vecteur unitaire tangent au tore K, et 

orthogonal h Y, Z2 (p) est un vecteur unitaire tangent ~ S et orthogonal au plan 

engendr6 par Y(p)  et ZI(p), et gz(p) est un vecteur unitaire orthogonal h S. Les 
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champs Zx, Z2, Z3 ainsi d6finis sur K sont analytiques. De plus, en tout point 

p E K,(ZI(p),Z2(p),Z~(p)) est une base de la fibre N r du fibr6 normal au 

champ Y; (Z1, Z2, Zz) repr6sentent donc une trivialisation de N [K, et induisent 

donc un isomorphisme du fibr6 PN IK sur K • RP 2. 
La section a induit donc une application analytique (encore not6e tr ) ~r : 

K ~ RP 2. 

Notons 0 le point de ~p2 correspondant ~t la droite engendr6e par le vecteur 

Z1, et C le cercle RP 1 c RP 2 correspondant au plan engendr6 par Z1 et Z2. 

Remarquons les 6quivalences suivante : 

tr(p) ----- 0 r la direction limite en p du champ X / y  est tangente ~t K. 

~r(p) E C' r162 la direction limite en p du champ X / y  est tangente h S. 

D'autre part, le fibr6 tangent ~t K et le fibr6 tangent ~t S sont invariants par 

le riot de Y. 

On en d6duit facilement que ~r-l(0) et ~r-X(C) sont des sous-ensembles 

analytiques (compacts) de K, invariants par le riot de Y. On a alors : 

- si dim o - l ( c )  = 2 alors tr(K) = G donc tr n'est pas surjective. 

- si dim t r - l ( c )  = 1 alors a - l ( c )  est form6 d'un nombre fini d'orbites p6rio- 

diques de Y. Soit 7 une relic orbite. Alors tr(7 ) est un compact de C. Cornme 

"7 et t r - l (0)  sont invariants par le flot de Y, si a("7) contient 0, il est r6duit ~ 0. 

On en d6duit facilement que tout point de C, diff&ent de 0 mais assez proche de 

0 est hors de l'image de a. Done tr n'est pas surjective. 

Notons s : K ~ RP ~ une application constante dont la valeur est au dehors 

de l'image de tr. Alors s d6finit une section (not6e encore s) du fibr6 P N  ]K, 
disjointe de la section tr. D'apr~s le lemme 2.b.3, on peut conclure : ind (X, K)  = 

0. 

e) Exemple  3 : d im K=2, un cas "typique" 

L'exemple trait6 dans ce paragraphe repr6sente la difficult6 essentielle de la 

d6monstration du th6or~me 2. 

Le compact isol6 K de z6ros de X est suppos6 ~tre un ensemble analytique 

de dimension 2 ; remarquons que le champ de vecteur Y est non-nul et tangent 

~t K. On en d6duit facilement que K est hom6omorphe ~ une famille fmie de 

couronnes ou de rubans de Moebius recoll6s le long de leur bord. 

Dans ce paragraphe, nous allons faire quelques hypotheses simplificatrices, 

essentiellement sur les "recollements" des couronnes. 
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i) on suppose donc que K est hom6omorphe ~ un ensemble E construit de la 

fa~on suivante: 

Notons 6' la couronne [0, 1] x S 1 ; soit k E N e t  soient C 'i, i E {1, ..., k}, k 

copies de (7. On note C'~, e E {0, 1}, les deux composantes du bord de C 'i. 

Soit I E N,  et soient 7 j , J  E {1, ...,l}, l copies du cercle S 1. 

Pour chaque i E {1, ..., k}, on se fixe deux 616ments distincts jo et j l  de 

{1, ..., l}, et on note ~oi,, l'application de C'~ / sur 7j ,  correspondant ~t l'identit6 

de S 1. 

On suppose de plus que chaque 7j ,J  E {1, ..., l} est l 'image d'au moins deux 

applications V'i,,. 

L'ensemble E est le quotient 

i ~ { 1 , . . . , l ) , e  E (0,  1}. 

On suppose de plus que l 'on a un voisinage isolant U de K tel que : 

ii) pour tout A ~] - Ao, Ao[, Ka = Z6ro ( X  + AY) n U est hom6omorphe ~t E,  

e t i n d  (X + AY, Kx) = ind ( X , K ) .  

iii) pour tout A ~] - Ao, Ao[, Z6ro ( X  + AY) n U = 0 .  

iv) l 'union U;~ Kx = 6' n U est hom6omorphe h I - Ao,Ao[XE (par un 

hom6omorphisme pr6servant le param~tre A ). 

v) on suppose que l 'on a, pour chaque A, une stratification de Ka v6rifiant les 

conditions a et b de Whitney et invariante par le flot Y, ddfinie de la fa$on 

suivante: 

- une strate de dimension 2 est l'int6rieur d'une des couronnes C i (consid6r6e 

comme sous ensemble de E ~ K,~). 

- une strate de dimension t est l 'un des cercles 7 j  (consid6r6 comme sous 

ensemble de E -~ Ka) .  

vi) on suppose que l 'on a une stratification de ,_q N U v6rifiam les conditions 

a et b de Whitney, d6finie de la fagon suivante (en utilisant l 'hom6omorphisme 

S n U _~] - Ao,Ao[XL3. 

- une strate de dimension 3 est le produit par ] - Ao, A0[ de l'intdrieur d'une 

couronne C i. 

- une strate de dimension 2 est un produit I - Ao, Ao[• 
(x,r)  vii) on suppose que la fonction f -=-- - O',Y) est r6guli~re sur U et que ses fibres 

sont transverses ~ toutes les strates de ,5' N U. 
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viii) on suppose enfm que d im D L ( X / Y ,  K )  = 2, et que D L ( X / Y ,  K - U j  7i) 

est d6fini par une section analytique a : K - U1 71 ~ P [/~-U'~j 

Le but de ce paragraphe est de prouver : 

L e m m e  2.e.1. Avec les 8 hypothdses ci-dessus, il existe une section 

s :  K ~ P N  Izr disjointe de D L ( X / Y ,  K) ,  et on a donc : ind (X,  K )  = 0. 

On va construire la section s d'abord au dessus des strates "/i de dimension 1, 

et nous verrons comment &endre cette section au-dessus des couronnes C i. Pour 

cela, nous allons faire le choix de trivialisations de N I'~j et de N Ici avec des 

rSgles de compatibilit~ entre ces trivialisations. 

D~finition 1. Soit C i une couronne de K et "1i une strate de dimension I dans 

le bord de C i. On dit qu' une trivialisation de T M  1~i et une trivialisation 

de T M  [c i sont compatibles si le passage de l" une a l'autre se fai t  par une 

application lindaire inddpendante du point de 7i. 

D~finition 2. Soit C i une couronne de K,  et ] - Ao, Ao[xC i la partie corres- 

pondante de S fq U. On dira qu' une trivialisation de N Io, est bonne si, dans 

cette trivialisation les fibres (N  N T C  i) ]ci et N fq ( T ( C i x ]  - Ao, AoD) ]ci 

sont constants (c'est-d-dire que la fibre ne ddpend pas du point de base). 

(On rappelle que les hypotheses v e t  vi (conditions de Whitney ) entrapment 

que le fibr6 tangent h une strate se prolonge sur le bord de la strate, et qu'il 

contient l 'espace tangent aux strates contenues dans le bord). 

D~finition 3. Soit ~lj une strate de dimension 1 de K.  On dira qu' une trivi- 

alisation de N 17j est bonne si tout sous-fibr~ vectoriel (localement trivial) 

de N I'~j, invariant par l' action du riot de Y sur N,  est constant dans cette 

trivialisation. 

L e m m e  2.e.2. Soit C i une couronne de K,  et 7i,  7k les strates de dimension 

1 composant le bord de C i (d'aprds l'hypothdse i , 7 j  et "1~ sont disjointes). 

Alors, pour tout couple (rj ,  rl,) de bonnes trivialisations de N 17j et N I'~k, 

il existe une bonne trivialisation de N [ c  i compatible avec r i et rk. 

D6monst ra t ion .  Choisissons une orientation de C i, et de C i • ] - Ao, )to [ et de 

N. Soit p E "/j on choisit une base (XI (p) ,X2(p) ,X3(p) )  de la fibre N v de la 

faqon suivante : 

- X1 (p) est orthogonal a Y e t  (Y (p ) ,X1  (p)) est une base d'orientation positive 

de (TC i) ]p" 
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- X2(p) est orthogonal h Y e t  (Y (p ) ,Xx (p ) ,Xz (p ) )  est une base d'orientation 

positive de (T • C i) [p . 

- (XI(p),  X2(p), X3(p)) est une base d'orientation positive de Np. 

Notons X1 [.~j, XR [.~j, Xa I'~j les champs de vecteurs d6finis sur 7i, constants 

dans la trivialisation rj, et 6gaux h XI(p ) ,X2(p ) ,Xz (p )  en p. 

Remarquons que X1 [nj est tangent ?t C i, car (TC  i) [nj n N  est invariant par 

l'action du riot de Y sur N donc est constant dans la trivialisation rj. De mSme 

X2 }-tj est tangent ~ ] - Ao, Ao[• i. 

On d6finit de fagon analogue les champs X1 I'y/~, X2 I'r~ et Xz 1.~ . 

I1 suffit alors de choisir des champs de vecteurs X1,X2,  Xz  sur C i formant 

en tout point ua]e base de N,  induisant par restriction au bord les champs X1 ],~j, 

X2 l.~i, X3 l~ti et X1 l-t~, X2 t-t~, X3 I'r~, et tels que X1 soit tangent ~ C i et X2 

soit tangent ~t ] - Ao, Ao[• i. 

Les champs (X~, X~, Xz) forment alors une trivialisation de N Ici, compat- 

ible avec les trivialisations r i e t  rk car leurs restrictions au bord sont constantes 

dans ces trivialisations. 

L e m m e  2.e.3. Pour toute strate 7i de dimension 1 de K, il existe une bonne 
trivialisation de N I'yj �9 

D(~monstration. Notons L l'application d'holonomie lin~aire du riot de Y le 

long de 7j,  en un point p C 7j; c'est un isomorphisme lin6aire de Np. 

Remarquons que L a toutes ses valeurs propres r6elles et positives: en effet, 

soit C i une couronne bord6e par 7j. Alors la demi-droite des vecteurs de Np 

tangents ?~ C i e t  entrants dans C ' i e s t  invariante par L. De plus l'holonomie de 

Y le long de 7j pr6serve le param&re .~ (c.a.d laisse invariant chacun des K;0. 

Enfin L pr6serve l'orientation. 

Rappelons qu'il existe un choix canonique d'un logarithme pour toute matrice 

r6elle h valeurs propres toutes r6elles positives. Notons ,g le champ de vecteurs 

lin6aire sur Np d~fini par ce choix du logarittune de L, et notons (~,t)t~N son 

flot ; on a s  = L. De plus on v6rifie facilement que le flot .s Iaisse invariant 

tout sous-espace de Np invariant par L. 

Notons Lt l'holonomie lin6aire du riot de Y de la fibre Np sur la fibre NYt(p ) . 

On a bien stir Lto = L o~ to est la p6riode de 7j comme orbite p6riodique de Y. 

Notons As = Ltoff._t/to : c'est un isomorphisme de Np sur Nyt(v ) et Ato 
est l'identit6 de Np. 
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La famille d'applications lindaires (At)t~R dtfinit un isomorphisme du fibrd 

N ]'rj sur le fibr6 trivial 7j x Np, et done une trivialisation de N I'rj par choix 

d'une base de Np. On vtrifie facilement que cette trivialisation est une bonne 

trivialisation. 

Nous pouvons h prtsent commencer la construction de la section s annoncte 

par le lemme 2.e.l: 

Lemme 2.e.4. Soit ~lj une strate de dimension 1 de K, U une bonne tri- 

vialisation de N I'~j, et ~r : P N  [~j---~ RP ~ la projection induite par cette 

trivialisation. 

alors la restriction de r ~ D L(X/Y ,  7j) n" est pas surjective (~r( D L( X / Y ,  

~/i) # RP~) �9 

D~monstration. En tout point p E ~/i la fibre DL(X/Y ,  p) est un sous ensemble 

semi-analytique de dimension 1 de RP 2 par l'identification de PNp avec RP 2 

obtenue par la trivialisation rj. 

Soit C i une couronne bordge par ,'/j, et soit C i la strate de dimension 3 de S 

qui lui correspond. Le fibr6 tangent ~ C i se prolonge au point p: c'est un espace 

vectoriel de dimension 3, notons le Tp(Ci). Alors, Tp(C i) n Np est un plan 

invariant par l'action du riot de Y .  Par d6finition d'une bonne trivialisation, ce 

plan est done constant (c-h-d indtpendant de p) duns la trivialisation U. Notons 

C, le cercle (RP 1) de RP ~ correspondant ~t ce plan. 

Notons Bp = DL(X/Y ,p )  - C, et Ap son adhtrence duns RP 2. Bien stir, 

Bp est un sous-ensemble semi-analytique de dimension 1 de RP 2. Alors Ap n C 

est 6gal h Ap - Bp, done est le bord de Bp. On en dtduit que Ap Q C est un 

ensemble semi-analytique de dimension 0 de RP 2, done est rtduit ~ un nombre 

fini de points. 

De la dtfinition d'une bonne trivialisation, et de l'invariance de DL(X /Y ,  "U) 

par l'action du riot de Y, on dgduit que Ap n C est indgpendant du point p. 

Done [.Jpe-ty Ap est un compact dont l'intersection avec C est un nombre fmi 

de points (puisque cette intersection est 6gale ~ Ap r C).Donc RP 2 - Upe-cy Ap 

contient un ouvert non vide de RP 2 . 

Or ~r(DL(X/Y, 7i)) est inelus dans 

CU U ap, done RP2-Tr(DL(X/Y,'I.i)) 
pe~ i 

contient un ouvert non vide. 
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Corol la i re  2.e.5. Pour toute strate de dimension 1 7j de K, et toute bonne 

trivialisation rj de N I'lj, il existe une section sj : "lj --+ P N  I~j constante 

dans la trivialisation rj et d'image disjointe de D L ( X / Y ,  ~j). 

D6sormais, on se fixe, pour toute strate 'Ty de dimension 1, une bonne triviali- 

sation r j  de N ]'Yj et une section s j  : "/j --~ P N  I~j constante dans la trivialisation 

rj et d'image disjointe de D L ( X / Y ,  ~lj). De plus, pour toute couronne C'~ on se 

fixe une bonne trivialisation ri de N Ici compatible avec les bonnes trivialisations 

rj et rk de N ]-tj et N ]'tk oh 7j  et 7k sont les composantes connexes du bord 

de C i (une telle trivialisation ri existe d'apr~s le lemme 2.e.2). 

On conclut alors la d6monstration du lemme 2.e.1 grace au lemme suivant : 

L e m m e  2.e.6. Soit C iune couronne de K et soient 7j, 7~ les composantes de 

son bord. Alors les sections aj et s t  se prolongent en une section si : C i --+ 

P N  [ci, disjointe de D L ( X / Y ,  Ci). 
O, 

D~monst ra t ion .  N o t o n s  C '  l'int6rieur de C i. D'apr~s l'hypoth~se viii, 
O, O. 

D L ( X / Y ,  C') est d6fini par une section tri : C' --~ P N  [~i' invariante par 

Faction du riot de Y sur P N .  

Montrons d'abord : 

L e m m e  2.e.7. La section ai se prolonge sur le borden une section #i : Ci 

P N  [ci, invariante par l' action du riot de Y sur P N .  

D ~ m o n s t r a t i o n  du l emme 2.e.7. l 'image de trl est un semi-analytique de 

P N  de dimension 2, invariant par l'action du riot de Y ; son bord est donc un 

semi-analytique de dimension 1 invariant par l'action du riot de Y, et on v6rifie 

facilement que la fibre est connexe, donc r6duite h 1 point. 

On montre alors : 

L e m m e  2.e.8. L' application de C i dans RP 2, induite par #i et par le choix 

de la bonne triviaIisation ri, n' est pas surjective. 

D~monst ra t ion .  (Elle est pratiquement identique h celle du lemme 2.d.1) : 

Notons 0 le point de RP 2 correspondant h la droite (TCi ~ N)  tci, et C le 

cercle RP x c RP  2 correspondant au plan ( T S  n N)  [ci �9 

L'application tri n'est pas analytique, ni invariante par le flot de Y ; cepen- 

dant, en utilisant le fait que tr/-l(0) et a~-l(C) correspondent aux tangences de 

D L ( X / Y )  avec Gi ou S,  on montre facilement que a/--l(0) et tr~-l(C) sont 
O. 

des sous-ensembles analytiques de C '  dont l'adh6rence est incluse darts les SOUS- 
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analytiques compacts e~-l(0) et e ~ I ( c ) ,  tous ces ensembles &ant invariants par 

le riot de Y. 

On en d6duit �9 

- si dim #~-x(C) = 2 alors dim ~r~-l(c) 2, et comme cr~-l(C) est analy- 
O. 

tique, cr~-l(c) = C ' ,  donc #i(Ci)  C C donc #i n'est pas surjective. 

- si dim #~-l(C) -- 1 alors e~-I(C) est form6 d'un nombre fini d'orbites 

p6riodiques de Y. Si 7 est une telle orbite alors # i (7)  est un compact de C qui 

est, soit 6gal/t 0, soit disjoint de 0. On en d6duit facilement que tout point de C, 

diff6rent de 0 mais assez proche de 0 est hors de l 'image de #i. Donc ei n'est 

pas surjective. 

Fin de la d6mons t ra t ion  du  l emme 2.e.6. Choisissons un feuilletage en 

cercle de la couronne C i, on notera fs ,  s E [0, 1], les feuilles de ce feuilletage, 

.to = 7 j ,  1"1 = 7~. 

Les sections siet  sk sont constantes dans les bonnes trivialisations r i e t  rk : 

elles sont done 6galement constantes dans la trivialisation ri de N Ici, car r~ est 

compatible avec r i e t  rk. 

D'autre part les restrictions ei l'Tj et #i 1-~ sont des sections invariantes par 

l'action du t o t  de Y, donc sont constantes dans les trivialisations r i e t  rk parce 

que ce sont de bonnes trivialisations (voir ddfinition). Elles sont donc 6galement 

constantes dans la trivialisation ri (par compatibilit6). 

On montre alors facilement qu'il existe e > 0 et une fonction continue 

a : [0, 1] --+ RP 2, telle que a(0)  est l a  valeur (constante) de s j ,  a (1 )  est la 

valeur de sk, telle que a 116,1-,] est une fonction constante dont la valeur est un 

point de •p2 _ ~.i(Ci), et tel que pour t E [0, r a(t)  E R P  2 - #i(I, Jt~[o,, l f t)  
et pour t ~ [1 - 6,1] a(t)  E RP 2 - #i(Ut~[1-,,1] f t ) .  I1 sumt pour cela de 

remarquer que pour ~ petit oi(UtE[o,,] ft)  est contenu dans un petit voisinage du 

point Oi I'~j, et qu'on peut joindre le point s j  ~ #i [.~. a un point de RP 2 -~r i (C i) 
sans rencontrer ce voisinage de '~i I 7 j .  

La section si annoncge est alors d6finie par �9 

If I,)= 
Ceci conclut la d~monstration du lemme 2.e.6, et donc aussi du lemme 2.e.1. 

f) Le cas g6n6ral: d6monstration du th6or~me 2. 

Le but de ce paragraphe est de ramener le cas g6n6ral, et done le th6or~me 2, ~t 
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l'un des exemples (1,2 ou 3) d6ja trait&: ceci sera fait par une suite de lemmes 

dont les d6monstrations seront l'objet des paragraphes g e t  h. 

Rappelons que l'on a suppos6 Z~ro(Y) = O .  L'ensemble ,9 des points o?a 

X et Y sont colin6aires est un sous-ensemble analytique de M de dimension < 3 

(le cas dim,9 = 4 a d6ja 6t6 trait6 au paragraphe 1.c). 

Soit K un compact isol6 de z6ros de X, et soit U un voisinage isolant de K. 

Rappelons que, pour tout A E R, on note K;~ = Z~ro(X + AY) n U. On choisit 

Ao > 0 assez petit pour que, pour tout A E [-Ao, Ao], on ait les deux propri&6s 

suivantes: 

- Z~ro(X + AY) N O U  = 0 .  

- i n d ( X  + AY, U ) =  ind(X + AY, K a ) =  ind(X, K). 

Pour prouver le th~or6me 2, on va montrer: 

II existe A E [-Ao, Ao] tel que ind(X + AY, K;~) = 0 

Pour cela on choisit A de faqon que Ka soit "le plus r6gulier possible", et 

que le champ de plans P engendr~ par X et Y sur M -  ,9 soit "le plus r6gulier 

possible" au voisinage de K~. C'est ce que permettent les trois lemmes de 

g6om~trie analytique r6elle suivants: 

Lemme 2.f.1. l l  existe un sous-ensemble analytique A c ,9 de M ,  de codi- 

mension > 2 (donc dimA < 2 ) ,  te l  que le champ de plans P engendr6 par  

X et Y sur M - ,9 se prolonge en un champ de plans analytique (encore notd 

P)  sur M - A. 

D6monstration. Voir le paragraphe h). 

On en d6duit imm~diatement: 

D L ( X / Y ,  S - A)  est ddfini par une section analytique a : S - A 

P N  [S-A �9 

Lemme 2.t.2. II existe une stratification ~ de S par  des ensembles semi- 

analytiques, vdrifiant les hypothdses suivantes: 

- chaque strate de E est une sous-vari~t~ analytique lisse de M .  

- la stratification ~ vdrifie les conditions (a et b) de Whitney. 

- ~3 est invariante par leflot  de Y (c' est-d-dire que Y est tangent d chacune 

des strates de ~)  . 

- le sous-ensemble analytique A est un sous-complexe de E .  

D6monstration. Voir le paragraphe h). 

On choisit alors A grace au lemme de transversalit6 de Thorn [M], qui dans 
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ce contexte s'exprime de la fagon suivante: 

Lemme 2.t.3. II existe un ensemble fini A c [-Ao, Ao] tel que, tout A E 

[-Ao, Ao] - A est valeur rdgulidre de la restriction de la fonction analytique 
(x,Y) f (ddfinie par f = - ( y , y ) )  d u n  petit voisinage de l'adh~rence gr de U, et 

f - t ( ) ` )  n U est une sous-varidt~ lisse transverse ~ toutes les strates de ~ . 

Alors, d'apr~s le th6or6me d'isotopie de Thom-Mather [M], on a: 

Corollalre 2.t".4. Soient )q, )`2 E [-)`o, )`o] tel que [)`1, )`2] c [-)`o, )`o] - 3., 

et soit )`s E])`I, )~2 [. 

Alors on a les  propri~t~s suivantes: 

i) Uae]xl,a2[ Ka : S f ) U f ) f - l ( ] ) ` l ,  )`2[) est hom~omorphe gt K:~ x])`a, ),2[ 
par un hom~omorphisme pr~servant le paramdtre )`. 

ii) La stratification ~ induit sur chaque Ka, )` G]A1, A2[, une stratifica- 

tion ~x dont les strates de dimension i sont les composantes connexes des 

intersections des strates de dimension i+ l de ~ avec Ka. La stratification 

~x v~rifie les conditions de Whitney. La stratification ~ induit de mdme une 

stratification ~]]~1,~2[ de S M U f] f-1(]A1,)`2[). 
iii) Chaque strate de la stratification ~]~1,:~2[ est le produit par ]Ai,A2[ 

d' une strate de ~ as , d' aprds l' identification �9 

a e ] Z ~ , a 2 [  

Le choix annonc6 d'un param~tre )` correspond ~ A : As comme dans le 
corollaire ci-dessus. 

Le th~r6me 2 est alors corollaire du lemme suivant: 

Lemme 2.t'.5. Pour route composante connexe Kii3. de K i  3, il existe un voisi- 

nage V de K i dans M,  et un rev~tement fini II : V ~ V,  tel que les champs ~8 

II*(X + )`sY) et II*(Y) v~rifient, au voisinage de I I - I ( K ~ ) ,  les hypothdses 

de run des exemples 1,2 ou 3 des paragraphes 2.c, 2.d ou 2.e . 

En effet on a alors ind(II*(X + )`sY), - i  i H (KAy)) = 0 ,  et donc ind(X + 
)`3Y, K~z) = 0 pour toute composante connexe KiAs de K ~ .  Donc ind(X + 
A~Y, Kay) -- 0 ,  ce qui conclut le th~or~me 2. 

Dfimonstration du iemme 2.f.5. Commengons par simplifier les notations: 
- Quitte ~ changer le couple (X, Y) de champs commutants par le couple 

(X + )`3Y, Y), on supposera ddsormais As = 0. 
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- Le lemme f.5 concemant les composantes connexes de K --- Ko, quitte 

restreindre l 'ouvert U h u n  voisinage d 'une composante connexe de K ,  on 

supposera d6sormais K connexe. 

- Tout sons-ensemble analytique compact d'une vari6t6, d6fini par une seule 

6quation, poss~de un voisinage muni d'une r6traction sur ce sous-ensemble analy- 

tique (voir par exemple [Lo]). L'ensemble K est ddfini par l 'dquation (X,  X )  = 

0, donc v6rifie cette propri&6. Quitte h restreindre le voisinage U de K on sup- 

posera d6sormais que U se r6tracte sur K : ainsi tout rev&ement II : k -+ K 

s'6tend en un rev&ement II : ~r ---) U. 

- Quitte ~ choisir Ao > 0 plus petit, on supposera que A1 -- -A o  et A2 = Ao, 

ce qui revient ~t supposer A = O dans les notations du lemme f.3 

- On note alors V = U n f - l ( ]  _ Ao, AoD, et on notera 2Dr la stratification 

de S n V induite par ~3. 

Avec ces conventions, on a les propri6t6s suivantes: 

- Pour tout A 4] - Ao,Ao[, Z 6 r o ( X +  A Y ) A V  = 0 .  

- Pour tout A E] - Ao,Ao[ , K~ est homdomorphe ~t K et S N V  = 

U~]-Ao,Ao[ K;~ est hom6omorphe h K •  - Ao, Ao[ par un hom6omorphisme 

prdservant le paramStre A.  

- d i m S  < 3 .  On en d6duit d i m K  _< 2. 

- La stratification X]o de K est invariante par le flot de Y .  

On en ddduit: 

- 2o  ne possSde pas de strate de dimension 0. 

- Toute strate de dimension 1 de 2o  est une orbite p6riodique du champ de 

vecteurs r .  

- Toute strate de dimension 2 de ~ est une surface lisse diff6omorphe h une 

couronne ouverte, ou h un ruban de Mcebius ouvert, ou h un tore 7 '2, ou h une 

bouteile de Klein. 

- Toute strate de la stratification ~ v  de S n V e s t  le produit par ] - Ao,Ao[ 

d 'une strate de ~o,  Par l'identification S n V ~- K o x ]  - Ao, Ao[. 

- L'ensemble A est un sous-complexe de dimension inf6rieure h 2 de la 

stratification ~ .  Donc A n K est une union finie (et eventuellement vide) de 

strates de dimension 1. Donc A n V est une union de strates de dimension 2 de 

~ v .  

- Pour tout A E [-Ao,  Ao] , A est une valeur r6guli&e de l'application 
_ ( x , v )  

S = (y,y)  au voisinage de t7" , et f - l ( A )  n V e s t  une vari6t6 lisse trans- 
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verse ~t toutes les strates de ~ v  

Distinguons 3 cas: 

le t  cas: d i m K  = 1. Alors Kx est une orbite p6riodique de Y, pour tout 

A E] - Ao, Ao[, et S N V e s t  une couronne lisse. Les champs X et Y v6rifient 

donc sur V l e s  hypotheses de l 'exemple 1, et donc ind (X,  K )  = 0. 

2 ~'ne cas: d i m K  = 2 et  la s trat i f icat ion ~ o  de K ne  poss/~de q u ' u n e  seule  

strate.  Dans ce cas, K est diff6omorphe au tore T 2 ou h la bouteille de Kle in .  

Quitte h passer ~ un revStement h deux feuillets de V, on peut supposer que K 

(ainsi que chaque Ka,  A E] - Ao,Ao[ ) est un tore T 2 lisse. 

Alors S N V est diff6omorphe ~ T2•  - Ao,Ao[ , et quitte h passer ~ un 

rev~tement ~ deux feuillets de V on peut supposer que S fqV est transversalement 

orient6. 

Enfin, A M K est union de strates de dimension 1 de ~o, mais par hypoth~se 

~o n'a pas de strates de dimension 1, donc A N K = O ,  ce qui se traduit par: 

D L ( X / Y ,  K) est d6fini par une section analytique tr : K --, P N ]K. 

Toutes les hypotheses de l 'exemple 2 sont alors v6rifi6es. 

3 ~me cas: d i m K  = 2 et la s trat i f icat ion ~ o  pos s~de  au m o i n s  deux  strates .  

L e m m e  2.t.6. ll existe un rev~tement fini II : Is ~ K tel qu'on ait les 

propridt~s suivantes : 

- Notons "Tj, J E {1, ..., l } ,  les composantes connexes des images r~cipro- 

ques par II des strates de dimension 1 de ~o. 

- Notons Ci, i E {1, . . . ,k}, les adhdrences dans i f  des composantes 

connexes des images rdciproques par H des strates de dimension 2 de ~o. 

Alors les G~ sont diffdomorphes ~ la couronne ferm~e S 1 • [0, 1], et if; est 

obtenu en recollant les couronnes Gi le long de leur bord, avec les cercles 

"yj, selon les rdgles de recoUement d~crites par l'hypothdse i de l' exemple 3. 

D6monst ra t ion .  La d6monstration du lemme 2.f.6 est l 'objet du paragraphe g). 

On &end alors le rev~tement I I e n  un rev&ement II : V ~ V, et on v6rifie 

facilement que les champs ~f = H*(X)  et I7" = I I*(Y) v&ifient toutes les 

hypotheses de l 'exemple 3. On en d6duit ind(ff(, I f )  = 0 et donc ind (X,  K )  = 0. 

Pour achever la d6monstration du th6or~me 2, il reste donc ~t d6montrer les 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 22, No. 2, 1992 



CHAMPS DE VECTEURS ANALYTIQUES COMMUTANTS EN DIMENSION 3 0 U  4 241 

lemmes f.1, f.2 et f .6.  

g) D~monstration du lemme f.6: construction d'un rev~tement fini de K 

Le compact K est a priori obtenu en recollant le long de leur bord des couronnes et 

des rubans de Mcebius, ces recollements n'6tant pas a priori des diff6omorphismes 

du cercle, mais des rev~tements finis. 

Le but de ce paragraphe est de montrer comment simplifier la g~om~trie 

de K par un rev~tement fini K , qui sera obtenu comme recollement de 

couronnes, le long de leur bord, par des hom6omorphismes v6rifiant l'hypoth~se 

i de l'exemple 3. 

Exercice. Soit W le compact obtenu comme quotient de la couronne [0, 1] • S 1 

par un rev~tement d deux feuillets de {1} x S 1 par {0} x S 1. Alors aucun 

rev~tement fini de W ne vdrifie l'hypothdse i de l'exemple 3. 

L'exercice ci-dessus montre qu'il y a des obstructions h l'existence du rev&e- 

ment K annonc6: il y a bien quelque chose ~t d6montrer! 

On va proc6der par simplifications successives: 

Etape 1. Quitte ~t passer ~ un rev~tement h 2 feuillets de V, on peut supposer 

que le champ Y est transversalement orient& 

Etape 2. 

Lemme 2.g.1. : Quit ted passer d u n  rev~tement ?t deux feuillets de V,  on 

peut supposer que chaque strate de ~o est munie d' une orientation de fafon 

que, pour chaque strate ,~j de dimension I contenue dans le bord d'une strate 

Gi de dimension 2, l' orientation de 7j soit celle h~ritde comme bord de Gi. 

D~monstration. C'est le classique rev~tement des orientations d'une vari6t6. I1 

faut juste voir que la relation de compatibilit6 que l'on impose permet bien de 

d6finir 2 feuillets au voisinage d'un point d'une strate de dimension 1. 

On d6duit imm6diatement du lemme g.1 le fait que d6sormais les strates de 

dimension 2 de ~o sont des couronnes, et non des rubans de Mcebius. 

Etape 3. On munit facilement K d'un feuilletage jr de dimension 1, dont toutes 

les feuilles sont des cercles, et tel que les strates de dimension 1 soient des feuilles 

de 3r: en effet, il suffit de feuilleter en cercles chacune des strates de dimension 

2. 

Alors, quitte ~ passer au rev&ement des orientations de ~', on peut supposer 

que 3 res t  orientable. 
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Corollaire 2.g.2. Avec l'hypothdse ci-dessus, chaque strate de dimension 2 de 

~o possdde dans son bord deux strates de dimension 1 distinctes. 

D~monstrat ion.  Si une strate 7 de dimension 1 est dans le bord d'une couronne 

C', son orientation donn~e par le lemme g.1 sera compatible ou contraire ~ celle 

de 5 r suivant que les chemins dans (7, transverses tt 3 r et atteignant 7 coupent 

7 suivant une orientation positive ou n6gative: ce qui entraine que ",/borde la 

couronne (7 "d'un seul c6t~". 

D'apr~s le corollaire g.2, l'ensemble K est hom6omorphe it un ensemble E 

obtenu de la fagon suivante: 

- Soit k E N et soient C i, i E {1, ..., k} , k copies de la couronne C = 

[0, 1] • S 1. Notons C'~, e E {0, 1 } ,  les deux composantes du bord de C i, munies 

de l'orientation de S a (et non celle induite comme bord de Gi). 

- Soit I E N e t  soient 7j, 3" E {1, . . . , /} ,  l copies du cercle S 1. 

- Pour chaque i E {1, ..., k } ,  on se fixe deux 616ments distincts 3"0 et 3"1 de 

{1, ..., l } ,  et on choisit un rev~tement fini ~oi,, pr6servant l'orientation de S 1, de 

c / sur 

- On suppose de plus que chaque 7j, 3" E {1, ..., l} est l 'image d'au moins 

un rev~tement ~oi,,. 

L'ensemble E est le quotient: 

( t~I. C'I) 11 (I~.  7 i ) / ~ o i , , ,  i E { I , . . . , I } ,  ~ E { 0 ,  I}. 

La diff6rence essentielle avec l'hypoth~se i annonc6e est que les ~ol, , sont ici 

des rev6tements et non pas des hom6omorphismes. 

Etape  4. 

L e m m e  2.g.3. Avec les notations ci-dessus: soit 7 une strate de dimension 1 

de ~o et soient ~ol = ~1,, et ~o2 -~ ~o2,~, des revdtements (de recoUement de 

strates de dimension 2) d'images 7. Alors le nombre de feuiUets du rev~tement 

~ l  est ~gal d celui de ~o2. 

D6monstrat ion.  7 est une orbite du champ Y .  Soit A une transversale du champ 

Y coupant 7 en un et un seul point p. La transversale A coupe transversalement 

chaque strate C 'i de dimension 2 s'appuyant sur 7 ,  et la strate C i induit sur A 

des segments d'extr6mit6 p, dont le hombre est 6gal au nombre de feuillets du 

rev&ement ~oi,e de 3,. 
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Notons P l'application de premier retour de Poincar6 du champ Y sur A .  

Le champ Y 6tant tangent ~ K, P laisse globalement invariant K N A :donc P 

induit une permutation sur l'ensemble de segments d'extr6mit6 p qui composent 

K n A . On v6rifie facilement que la p6riode, pour cette permutation, d'un 

segment obtenu par intersection de G i avec A ,  est 6gale au hombre de feuillets 

du rev~tement ~oi,e de "7 �9 Pour prouver le lemme g.3, il suffit donc de prouver le 

lemme suivant: 

Lemme 2.g.4. La permutation induite par P sur l'ensemble des segments 

composant K n A est une puissance d' une permutation cyclique. 

D6monstration. La transversale A est un disque D 3. Rappelons clue la strati- 

fication ~ de S n Ves t  le produit par ] - Ao, Ao[ de la stratification To de K. 

On en d6duit que S N A est, au moins au voisinage du point p, le produit par 

un segment [-A, A] de K n A . C'est-~-dire qu'~t chaque segment de K n A 

d'origine p correspond une surface it bord, hom6omorphe au demi-plan, dont le 

bord est le segment I, intersection de A et de la strate de dimension 2 de 

passant par p (voir la figure). 
A 

I 

Figure 1 

L'application P induit une permutation des strates de dimension 2 de S n A 

qui coincide bien stir avec la permutation induite sur les strates de dimension 1 

de K N A .  

L'ensemble des strates de dimension 2 de S n A poss~de un ordre cyclique 
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naturel: en effet ce sont des sous-vari6t6s de codimension un dispos6es "en livre 

ouvert" sur une sous-vari&6 de codimension 2. 

L'application/9 &ant 6gale ~ l'identit6 sur le segment I,  et pr6servant l'orien- 

tation, la permutation induite par /9  pr6serve cet ordre cyclique et est donc 6gale 

une puissance d'une permutation cyclique: ceci ach~ve la d6monstration du 

lemme g.4, et donc aussi celle du lemme g.3.  

Corol la i re  2.g.5. ll existe une action ( Zt )t~R de R sur K, dont les orbites sont 

Ies feuilles de }" (donc sont toutes pJriodiques), et dont les orbites contenues 

dans les strates de dimension 2 de So sont de plus petite p~riode Jgale ~ 1. 

D~monstra t ion .  On construit d'abord l'action sur les strates 3' de dimension 

1, de faqon compatible avec l'orientation du feuilletage 3 r , telle que '3' soit de 

p&iode I ,  oh k est le nombre de feuillets des rev~tements ~i,~ ayant 3' comme 

image. On &end alors cette action, couronne par couronne. 

F in  de la d~monst ra t ion  du lemme 2.t".6. On construit d'abord ce qu'on 

pourrait appeler une transversale compl&e T du feuilletage jr: c'est un compact 

rencontrant chaque feuille de 7 en un et un seul point, et dont l'intersection avec 

chaque couronne est un segment transverse ~ Y'. On construit T tr~s facilement: 

pour chaque strate 7 de dimension 1 on choisit un point p(3') E 7 ; si C est 

une couronne de bord 7 t_J 3" , on joint les points P('T) et p(3") par un segment 

transverse ~ 7 dans C. 

Notons k le ppcm des nombres de feuillets des rev6tements ~i, , .  Alors toute 
1 orbite de l'action (Zt)tER a comme plus petite p6riode un multiple entier de ~. 

Pour tout point z E K ,  l'ensemble O(z) = {t C R/Zt(z)  C T}  est non vide 

(car T rencontre toute orbite de l'action), et si t l  et t2 sont deux 616ments de 

0(z), alors t l  - t2 est un multiple entier de la p6riode de z (car T ne rencontre 

l'orbite de x qu'en un seul point): on en d6duit que la projection de O(z) sur 

R/~Z  est un unique point not6 t(x). L'application t :  K --, R /~Z  ainsi d6finie 

est 6videmment continue. 

On note alors II �9 K ~ K le rev6tement obtenu en tirant en arri~re par t le 

rev6tement cyclique ~t k feuillets de R/~Z par R/Z. On vdrifie facilement que 

est alors obtenu en recollant les couronnes C7 i , composantes connexes des 

I I -1 (C 'i) , aux cercles ~j par des diffdomorphismes ~i , , .  

Une seule des hypothSses contenues dans l'hypoth~se i reste encore ~t montrer: 

c'est que chaque strate ~i est le bord d'au moins deux couronnes ~ i .  Pour 
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cela, choisissons un disque D analytique de dimension 2 inclus darts I '-1(0) et 

transverse ~ ~j au point p. Alors ~f N D est un sous-ensemble analytique de 

dimension 1 de D et chaque couronne s'appuyant sur ~j induit exactement une 

branche arrivant en p. 

On sait qu'en tout point d'un sous-ensemble analytique de dimension 1 du 

plan arrive un nombre pair de branches, donc il arrive au moins deux branches en 

p, ce qui conclut. 

h) D6monstration des lemmes 2.L1 et 2.1'.2 : existence d'une stratification. 

D6monstration du lemme f.1. Prolonger le champ de plans engendr6 par X 

et Y est Equivalent ~ prolonger le champ de droites engendr6 par X / Y .  

Le lemme f.1 est donc un corollaire du lemme de division locale suivant: 

Lemme 2.h.1. Soit Z un champ de vecteurs analytique sur une varidt~ R- 

analytique V.  Soit p E Z~ro(Z). 

ll  existe un voisinage Up de p et une fonction analytique f : Up --~ R telle 

que ~ Z  soit un champ de vecteurs analytique ddfini sur Up et que: 

cod im(Z6ro ( fZ) )  > 2 

D~monstration. C'est la version r6ellc d'un lemme classique de g6om&rie ana- 

lytique complexr l'anneau des germes en p de fonctions analytiques est factoricl, 

ce qui permet de diviser le champ Z (ou du moins son complexifi~) par un pgcd de 

ses fonctions coordonn6es. On obtient ainsi un nouveau champ Z dont les fonc- 

tions coordonn6es (dans une carte au voisinage de p) sont sans facteurs communs, 

se qui se traduit par le fair que Z~ro(Z) est de codimension > 2. 

D6monstration du lemme t.2. nous allons montrer: 

Lemme 2.h.2. Soit V une varidtd R-analytique et Y un champ de vecteurs 

R-analytique non nul sur V.  Soit S u n  sous-ensemble analytique de V de di- 

mension d i m s  < 3, tel que S soit invariant par  le flot de Y.  Alors S possdde 

une stratification de Whitney ~ par des sous-ensembles semi-analytiques in- 

variants par  le flot de Y .  

Si de plus A c S est un sous-ensemble analytique de dimension dimA < 2, 

et invariant par  le flot de Y ,  alors on peut choisir ~ de fa fon  que A soit un 

sous-complexe de ~ . 
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D6monstration. Rappelons qu'un sous-ensemble analytique E de dimension < 

2 poss~de une stratification de Whitney canonique (la plus grossi~re): 

En effet, un point x de E est sur une strate de dimension 2 si E est une 

surface lisse au voisinage de x. Notons E2 l'ensemble de ces points: une strate 

de dimension 2 est une composante connexe de E2. De plus E - E2 est un 

sous-ensemble analytique de dimension < 1; on notera: E<I = E - E2. 

Un point y E E_<I est une strate de dimension 0 si E<I n'est pas une courbe 

lisse au voisinage de y, ou si E<I est une courbe lisse au voisinage de y mais que 

la condition b de Whitney n'est pas v6rifi6e en y (avec les strates de dimension 

2). L'ensemble de ces points est discret, donc analytique: on le note Eo. Une 

strate de dimension 1 est alors une composante connexe de E1 --- E___I - Eo. On 

v6rifie facilement que l'on a ainsi d6fini une stratification de Whitney 

Pour prouver le lemme h.2, on construit d'abord des stratifications de S dans 

des flow-box de Y, et nous les recollerons en une stratification de S. 

Soit B ~ D • I un flow-box de Y: c'est-~t-dire que D est un disque analy- 

tique, de codimension 1 dans V et transverse ~t Y, que I e s t  un intervalle de R 

muni de la coordorm6e t de fa~on que Y = ~ sur B. Alors S fq B e s t  le produit 

par l'intervalle I d'un sous-ensemble analytique de dimension 2 de D (car S est 

invariant par le riot de Y): ceci permet de munir canoniquement S M B d'une 

stratification de Whitney E (B)  par produit par I de la Stratification canonique 

de S M D. Notons Ei (B) ,  i E {1,2,3} , l'union des strates de dimension i de 

E(B) .  De l'invariance de S par le riot de Y, on d6duit que si Bx et B2 sont 

deux flow-box de Y, alors: 

Ei(Bx) NB~= Ei(B2)MB1, i e { 1 , 2 , 3 }  

On obtient donc une partition {El ,  E2, E~} de S d6finie par: 

= U r,,(B) 
B 

05 B parcourt l'ensemble des flow-box de Y. 

La stratification de Whitney E de S, invariante par le flot de Y, est d6finie 

par: une strate de dimension i de E ,  i E {1,2, 3} ,  est une composante connexe 

de E i. 

On a ainsi montr6 la premi&e partie du lemme h.2. 

Pour la seconde partie, raffiner E de faqon que A soit un sous-complexe ne 

pr6sente aucune difficult6: comme pour la premiere partie on utilise l'invariance 
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par  le riot de  Y pour  d iminuer  de 1 les d imensions .  

Ceci  conclu t  la preuve du l emme 2.h.2, et donc du th6orbme 2. 
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